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El periodo que rodea el principio del siglo XX fue de una profunda transformacion de la
ciencia. El motor del cambio fue, sin duda alguna, la cantidad explosiva de preguntas
sin respuesta y la aparicién de fenémenos aparentemente paraddjicos que amenazaron
con sumir a la ciencia en un laberinto de consecuencias imprevisibles. Entre las cues-
tiones que izaron la bandera de la duda, podemos citar tres ejemplos; el concepto de
drea, manejado sin dificultades desde tiempos de Newton pero que empezaba a presentar
problemas serios como la paradoja de Banach—Tarsky (ver [Fo]); la idea de movimiento,
aparentemente en terreno solido desde las teorias de Newton y Galileo, pero que ahora
producia datos erréneos, como el experimento de Michelson-Morely ([MM]) entre otros;
y, el tema que nos ocupa en este articulo, la idea del dtomo, donde los resultados
experimentales sobre lineas espectrales y la misma existencia de los atomos eran irrec-

onciliables con la flamante teoria de Maxwell.

Es en este clima donde se incubaron la espectaculares avances posteriores que dieron
lugar a la matemaética contemporanea, a la teoria de la relatividad y a la mecdanica

cuantica, entre otras. Esos pasos de gigante tuvieron como pilares bésicos los desarrollos
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cientificos y matemadticos de los siglos anteriores, (en las matemadticas, principalmente

la geometria y el andlisis), mezclados con el ingrediente fundamental: la duda.

El Atomo de Hidrégeno.

La gestacién de la mecdnica cudntica fue relativamente corta. Apenas transcurrieron
unos pocos anos desde que las primeras teorias, simples pero absolutamente revolu-
cionarias de Bohr, Planck y otros, cristalizaran en el modelo preciso de Heisenberg y

sobre todo, de Schrodinger.

Para apreciar la belleza de la teoria cudntica, nos concentramos en el 4tomo de hidrégeno,
consistente en un nicleo de masa nuclear m,, y un electron de carga e y masa me. De

acuerdo con el modelo clasico, la energia de dicho sistema es igual a

1 1 e?
P2+ — p?

H= _ ,
2m,, 2me. |z — y|

donde p, y pe representan el momento cinético del nicleo y del electron, y = e y son
sus posiciones en IR3, respectivamente. El ltimo término es el conocido potencial de

Coulomb.

En la mecénica cuédntica, la energia viene ahora descrita por el hamiltoniano cuantico

R 12 e2

(1)

2Tne - |33—y|’

donde recordamos que

0? 0? 0?
A =
81}12 + 81}22 + 8.’1732’

y h es la constante de Planck. El sistema de unidades no es relevante para la discusion

matematica, por lo que comunmente se toma un sitema de unidades en el que h = 1,

me = + ve = 1. Ademés, a menudo se considera la aproximacién de Born—-Oppenheimer
e 2 ’

my, = 00, que obedece al hecho de que en realidad los protones son mucho mas pesados

que los electrones, y suponemos que el nicleo se encuentra fijo en el origen y = 0.
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Esta simplificacion tiene como efecto la expresion siguiente, mas compacta que (1) pero

completamente equivalente
1
||

A, (2)

La principal analogia con el modelo clésico es que el término correspondiente a la energia
. 7 . 2 . . 2 . .7
cinética, 2, ha sido simplemente reemplazado por —;—mA; es decir, la transformacion

obedece al principio basico
p= —1hV,.

La diferencia fundamental es que observables como el momento y la posicion de la
mecanica clasica, que eran funciones de la posicién de las particulas han sido reem-

plazados por operadores, es decir, aplicaciones lineales en espacios de funciones.

Pero, ;espacios de qué funciones? ;Qué representan estas funciones?. En mecdanica
clasica, cada particula viene caracterizada por su posicién, es decir, por vectores en IR3.
Su velocidad (o momento) viene dada por la derivada temporal de su posicién. Juntos
determinan el espacio de fases. Sin embargo, en mecanica cudntica, la posicién de una
particula viene descrita por funciones de fase, o estados, ¥(x), en el sentido de que la

probabilidad de encontrar dicha particula en la parte del espacio determinada por un

/Q|\I/(:c)|2dx.

Dicho de otra manera, la densidad de probabilidad viene dada por |¥|2. Debido a esto,

conjunto €2 viene dada por

es normal el suponer que las funciones ¥ en consideracion satisfagan la condicién de

/]Rs W (z) P do = 1.

Los hamiltonianos, y los observables en general, pasan a ser de esta manera operadores

normalizacion

en espacios de funciones.

Mientras que en mecanica cldsica, los posibles valores de los observables son simplemente
los valores del hamiltoniano en el espacio de fases, en mecdnica cudntica, los valores
observables pasan a ser los autovalores del operador hamiltoniano correspondiente. En

el caso del hidrégeno, los autovalores vienen dados por los valores F tales que
HY(z) = EY(z). (3)

3



De este modo, los nimeros E que satisfagan esta equacién representan los diferentes
niveles de energias del hidrégeno, y las funciones correspondientes W representan los
posibles estados del sistema. El conjunto de dichos autovalores es lo que se denom-
ina espectro del operador H. Esto coincide perfectamente con las lineas discretas de

frecuencias (lineas espectrales) obtenidas por los radiotelescopios.

De hecho, quizd el primer éxito rotundo de esta teoria cudntica fue la obtencién, por
metodos puramente analiticos, de las energias de las distintas capas del atomo de

hidrégeno: los autovalores de H vienen dados por los niimeros

1

—m7 n:172,..., EZO,]_,...7

donde cada autovalor aparece 2¢ + 1 veces. En unidades cudnticas reales, el autovalor
mas bajo corresponde a —13.6 eV, que era el valor observado en los laboratorios, pero
no se habia podido explicar hasta entonces. Dichos autovalores vienen asociados a
invariantes algebraicos (representaciones del grupo de rotaciones), y corresponden, en

definitiva, a los orbitales electrénicos de la quimica.

Las autofunciones (estados) son conocidos explicitamente, pero complicados de presen-
tar aqui. Sin embargo, el estado que corrersponde a la menor energia, el llamado estado
fundamental, viene dado simplemente por

1

‘11(33) = —’8_7-(- €_|x|/2,

una funcion tridimensional. radial, cuyo perfil unidimensional viene dado por

0.2

T T
exp(-abs(x))/sqrt(8*pi) ——




De acuerdo con los postulados de la mecanica cuantica, la densidad de probabilidad de

la posicién del electron es

_ =l e

h 2
2] (@) = el

0.016

T
abs(x)*exp(-abs(x))/(8*pi) ——
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y por tanto la distancia a la que se espera encontrar el electrén viene dada por el radio

/|ﬂwwmﬁm=§.
RS 2

Otros Atomos.

El estudio de los &tomos mayores, incluso el de helio, presentaba muchos méas problemas.
Ya no es posible un estudio explicito de las energias, y ni siquiera la estructura espectral
completa del hamiltoniano estaba clara. De hecho, la teoria atéomica de hoy en dia

contiene mas interrogantes que respuestas.

La formulacion cuantica de los atomos en general, con un nicleo de carga Ze, y N

electrones viene dada por el complicado operador diferencial

2

h2 N h2 Ze2 e
Hzn=--—A AW R D 4
v =gt N (gt ) S o
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El espacio de funciones H sobre las que actiia Hz n es ahora relativamente mds com-
plicado: De un modo informal, H contiene las funciones ¢ € L2(IR3Y) que son anti-

simétricas; es decir, ¢ cambia de signo cuando se intercambian dos coordenadas,

w(xl,...,mi,...,mj,...,a:N):—@b(xl,...,xj,...,a:i,...,mN).

Esto obedece al hecho que los electrones deben satisfacer la estadistica de Fermi, lo
que resulta estar en la base de otro de los paradigmas de la nueva teoria quantica: el
principio de exclusién de Pauli. Esta implicacién se ve claramente pues la antisimetria
implica que ¥ se anula cuando dos de las componentes son las mismas. Para este tipo

de estados, la densidad de probabilidad viene dada por la funcién

p(x) =N [Y(z,z2,...,2N) |2 des ... doN.
R3(N-1)

Esta teoria padece debilidades fisicas evidentes, como es el hecho de que la relatividad no
se tiene en cuenta. La fisica nuclear esta tambidn ausente en esta teoria, pues el nicleo
ha sido reemplazado simplemente por un punto de determinada masa. Sin embargo,
€so no es obstaculo para estudiar este modelo independientemente de su total relevancia
fisica. Esta fue la actitud de E. Fermi y L. Thomas, en 1927, al poco tiempo de crearse
la teoria cudntica. Sus trabajos han pasado a ser una de las piezas claves de gran parte
de la fisica y matematicas modernas. A pesar de ello, el entender la estructura de los
atomos de acuerdo con este modelo cudntico es un problema matematico muy profundo,

del que se hoy en dia sabe asombrosamente poco.

Teoria de Numeros.

Una de las claves en nuestra incursién por la matematica atémica reside en un problema,
que se remonta a Gauss, casi un siglo antes de la introduccién de la mecanica cuantica.
El lector puede encontrar otra discusién de este problema en otro contexto en el articulo

del A. Cérdoba en el mismo numero de ésta misma revista.

El problema consiste en estimar el nimero N (R) de puntos del espacio con coordenadas
enteras, Z3, que caen dentro de una bola de radio R centrada en el origen; nos interesan

estimaciones en el limite cuando R — oo.



No es dificil ver, por consideraciones geométricas, que
3
N(R) ~ 7R (5)

Esto se debe a que cada punto del reticulo llena un espacio de area 1, y el area total

para repartir entre todos los puntos es %ﬂ'R?’. De hecho, si escribimos
N(R) = 47R® + E(R), (6)

es facil ver que
|E(R)| < 47R?,

puesto que la manera anterior de contar areas es incorrecta cerca del borde, que tiene
drea 4 R2. El interés de la estimacién (6) es que el término que corresponde al volumen
(lamado téermino principal) es mucho mayor que F(R), llamado término de error,
cuando R — oo. El obtener la estimacién mas precisa de este término de error continua

siendo un problema abierto; los mejores resultados hoy se deben a Chamizo y Iwaniec.

La relacion de este anélisis con la mecanica cudntica se basa en la siguiente relacion:
—A\II(Zﬂl,SL'g,ﬁEg) = E\I], (7)
cuando
U(z1, T, 23) = sin (z1 - ny) - sin (zg - ng) - sin (x3 - n3), E=n?+ni+ni (8

Recordando (3), podemos por tanto concluir que los puntos del reticulo se pueden
asociar a los autovalores del laplaciano, y por tanto, N(R) en realidad estd contando
el nimero de autovalores del —A que caen dentro de la bola de radio R. De acuerdo
con los postulados anteriores, cada autofuncion corresponde a un estado posible de cada
electrén, y el autovalor es la energia correspondiente. Ademads, las funciones sinusoidales
U en (8) se anulan sobre el borde del cubo con vértices en los puntos 0 y n. La
interpretacion de este hecho es que los electrones citados estan en una caja de lado .
Por tanto, N(R) estima el nimero de fermiones, con energia menor que R?, que caben
en dicha caja (sin interacciones). Obviamente, ésta es una pregunta muy restringida
dentro de el campo de actuacién de la mecénica cudntica: por una parte, las particulas
no interactian entre si, y tampoco interaccionan con campos externos. Sin embargo,
es interesante preguntarse si esta relacién entre problemas aritméticos similares tienen

relacién con fenémenos atémicos mas complejos. La respuesta es si.



Densidades Electronicas.

Anteriormente hemos visto como la teoria de niimeros esta intimamente ligada, al menos
en un caso en particular, con el problema de estudiar la localizacién de autovalores de
determinados operadores. El proposito de esta seccion es el de explicar la relacién que

la aritmética tiene con el problema de las densidades electrénicas.

En vez de estudiar el problema original con el hamiltoniano (4), utilizamos un modelo

approximado dado por

H=> Ay +V(w), 9)

=1

que describe un sistema de particulas que interaccionan tnicamente con un campo
eléctrico fijo, dado por el potencial V(z). Simplemente mencionamos que con una
eleccion apropiada de V' este problema guarda una estrecha relacién con el problema

original (4).
Denotamos por ¢; los estados del operador —A + V,
(A +V)¢i = E; ¢i.

Los nimeros F; representan los distintos niveles de energia del sistema, y tipicamente

sun un nuimero finito. Como antes, suponemos que

[ eita)P s =1, (10)
IRS
Se puede ver que la densidad del estado fundamental de H viene dada por

ple) =) |di(x)|*. (11)

Dicho esto, integrando la expresién (11) y utilizando la expresién (10), la integral de la

densidad es justamente el nimero de autovalores de —A + V,
/ p(x) dr = ntimero de niveles de energia.
R3

Como vimos antes, en el caso del laplaciano en un cubo, el problema de estimar sus

autovalores era justamente el problema de los puntos del reticulo. Resulta, por lo tanto,
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plausible que cuestiones similares aparezcan a la hora de estudiar las densidades del

operador (9). La traduccién del problema aritmético en este contexto, es la siguiente:

p(z) ~ o5 V2,

672
es la versién de (5) en este contexto. Es una estimacién puramente de volumenes, que
es de hecho la pieza fundamental en la teoria de Thomas—Fermi mencionada antes. Esta
teoria proporciona un modelo atémico que explica, con determinada precién y de manera
muy simple, la distribucién de la mayor parte de los electrones dentro del atomo. Una

consecuencia de esta teoria es la formula approximada

,v{77"e)
)/ S ——

patomo(x) = |33‘

Y

donde la funcién y tiene la forma siguiente:

g

20

Entre las deficiencias de esta teoria esta el hecho de que, esencialmente, predice que
todos los atomos son iguales, no existen orbitales electrénicos, y los dtomos no forman
moléculas. Esto guarda similitudes con el problema de los puntos del reticulo, donde
aproximabamos un nimero entero, (el niimero de puntos del reticulo), por 7 R2, que en
general no es entero. Ambas son férmulas simples, aproximadas, pero que no consiguen

capturar algunos de los efectos fundamentales del problema original.

Del mismo modo que estudiabamos el téermino de error en el problema del reticulo

(6), uno se puede plantear el encontrar correciones a la teoria de Thomas—Fermi, que,
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todavia dentro de un determinado grado de simplicidad, logre capturar algunas de las

propiedades fisicas ausentes. Un resultado estudiado en colaboraciéon del autor con

A. Cérdoba y C. Fefferman apunta a una correccién que guarda similitudes con la

férmula del error (4). De acuerdo con esta nueva teoria, el grafico de la funcién y anterior

debe se modificado por otro, que esta vez si depende del atomo bajo consideracion, y

por tanto distingue unos dtomos de otros. Presentamos a continuaciéon algunos de los

graficos para los 4tomos con carga nuclear 20, 30 y 90:
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El interés de los graficos anteriores radica también en que las oscilaciones que se pueden
observar aparecen justamente donde uno esperaria encontrar los orbitales electrénicos, y
por tanto bien pudieran corresponder a regiones del espacio donde los electrones tienen

a agruparse en nubes de mayor o menor densidad.

Todo esto forma parte, sin embargo, de una larga lista de propiedades que despiertan la
curiosidad matematica hacia los 4tomos, que esta siendo objeto de estudios exhaustivos,
pero cuya respuesta tultima no se encuentra de momento en el horizonte del futuro
proximo. La esperanza es que, de un modo similar a la aplicaciéon del problema de
Gauss a la teoria de Thomas—Fermi, el estudio de cuestiones fundamentales como éstas
no sea mas que el preAmbulo de un estudio mas profundo y revelador, y quiza inusitado,
de éstas u otras cuestiones fisicas u otras ciencias. El motor de la dindmica cientifica y
matematica con el que empezabamos este articulo es precisamente ése, el moverse por
los cauces de la l6gica interna de los problemas fundamentales, permaneciendo en todo

momento alerta del paisaje cientifico que nos rodea.

seco@math.toronto.edu
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