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Resumen En este articulo se presenta un método analitico para aproximar el valor
en riesgo (VaR) de carteras con elevado nimero de factores de riesgo, y con un un
nimero arbitrario de instrumentos distintos. Es una estensién no-lineal del delta-
normal-VaR utilizado por RiskMetrics. El resultado es doble: por una parte, aporta
una interpretacion geométrica de la relacion entre el riesgo delta, gamma, y el VaR. Por
otra, aproxima el VaR por otro nimero dado como solucién a una ecuaciéon algebraica

explicita.



Introduccion

EL Riesgo Las carteras de inversién experimentan pérdidas (y ganancias) por muy
diversos motivos. Por una parte, cambios abruptos del mercado ocasionan con espec-
tacularidad pérdidas generalizadas para la mayoria de las carteras de inversiéon. Cuando
esto se combina con otros factores, puede dar lugar a situaciones extremas. Fue el caso
de la caida del 15% del Nikkei, que unido a una serie de irregularidades fraudulentas,
inici6 el proceso de desaparicién de Barings Bank, que contaba con més de 200 anos de
historia. Pero si s6lo fuera por estos fenémenos, infrecuentes e impredicibles, la gestion

de riesgo no pasaria de ser una actividad intimamente ligada a una bola de cristal.

Por otra parte, pequenos cambios del mercado también pueden llegar a ocasionar
pérdidas considerables, y en ocasiones no menos espectaculares. Este fue el caso de
la bancarrota del Orange County: una cartera que habia estado produciendo beneficios,
llego a perder mas de mil millones de délares debido a la tendencia a la alza de los
tipos de interés de 1994. La naturaleza de estas pérdidas usualmente reside en la alta
no—linearidad de los intrumentos derivados. Esta es un area con una base cientifica bien

definida, y que permite la generacién de medidas que estiman perdidas probables.

El riesgo se puede dividir en dos tipos: riesgo delta, y riesgo gamma. El primero esta
basado en la dependencia lineal de la cartera de inversion respecto a los factores de

riesgo. El segundo estd basado en fenémenos no lineales.

Existen otros tipos de riesgo, como el riesgo de crédito, riesgo operacional, etc. En este
articulo, nos restringimos al riesgo de mercado, y mas principalmente al combinado de
los riesgos delta y gamma. Remitimos al lector interesado al libro de P. Jorion [J], para
un tratamiento més exaustivo de estos temas, ademas de una narracién muy atractiva

de casos historicos, incluyendo el de Barings y Orange County, antes mencionados.

La Medida del Riesgo Ante la situacion de riesgo financiero, caben varias actitudes.
e Ignorarla.
e Evitarla.

e Medirla.



La primera opcidn, por extrano que parezca, ha sido la mas corriente en el pasado
reciente. Sin embargo, se estd extendiendo hoy en dia la idea, fomentada por los organ-

ismos reguladores, que cualquiera de las otras dos alternativas es més deseable.

El evitar el riesgo es algo que, en el mejor de los casos, sélo se puede hacer de un modo
bastante limitado. Se realiza normalmente a nivel de tesoreria, con el apoyo y control

de las oficinas intermedias.

La alternativa que queda, medir el riesgo, es por tanto inevitable. Lo que no es tan
claro es el nivel de conocimiento necesario, que puede ir desde saber simplemente las
pérdidas probables hasta saber las condiciones especificas que pueden dar lugar a ellas.

Ma3s adelante estudiaremos estas posibilidades de modo muy somero.

Uno de las medidas de riesgo més usual, coherente con las resoluciones de la convencién
de Basilea (1991), es el Valor en Riesgo: VaR.

El VaR de una cartera II es el dinero que se puede perder de un dia a otro con deter-

minada certeza:

Prob {II(0) — II(t) > VaR } = 5%.

Aqui, II(0) denota el valor de la cartera hoy, mientras que II(¢) denota el valor de la

cartera manana.

Hemos de puntualizar que el horizonte temporal, en vez de un dia, puede ser una semana,
un mes o incluso un afio. Sin embargo, es siempre un periodo corto de tiempo en relacion
con los instrumentos que componen la cartera. En este articulo, por razones literarias,

nos referiremos a este horizonte temporal como un dia.

El intervalo de confianza del 95% utilizado aqui también puede variar en las aplicaciones,
y puede ir hasta el 99%. Siempre sera un nimero cercano al 100%, lo cual justificars la
seccién sobre VaR asintético a la que nos referiremos mds adelante. La utilidad del 95%
reside en que las predicciones de pérdidas deberian ser observadas aproximadamente

una vez al mes.

Desde un punto de vista grafico, podemos ver el VaR como el percentil del 95% de la
funcién de distribucién acumulativa de pérdidas y ganancias. Si hacemos el gréafico de la

dicha funcién de distribucién, con el eje z representando las pérdidas posibles, y el eje y

3



representando la probabilidad de pérdida, el VaR seria el valor de la = de la interseccién

de las graficas siguientes:
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VaR y volatilidad El punto de vista adoptado aqui es que los parametros del mercado
(varianzas y covarianzas) son conocidos hoy, sin entrar en consideraciones sobre si se
han obtenido de manera historica o a partir de precios observados. También suponemos
saber las sensitividades de la cartera en consideracidon respecto a los factores de riesgo,
de nuevo sin entrar en consideraciones sobre si se calculan a base de diferencias finitas

o por metodos analiticos.

El valor en riesgo estd intimamente ligado a la volatilidad. Es muy sensible a variaciones
-y errores- en el calculo o modelos de volatilidad. La ponderacion histérica con pesos
exponenciales, propuesta por J. P. Morgan en su documento de RiskMetrics es una
alternativa popular; el cdlculo basado en modelos estocéasticos de volatilidad (GARCH,

por ejemplo), son menos usuales.

Sin embargo, no hay que olvidar que la volatilidad es una medida del riesgo del mercado,
y por tanto traduce s6lo de manera indirecta en una medida de riesgo para una cartera
especifica; existe un concepto de volatilidad adaptado a la cartera en cuestidén, que
calcularemos de modo explicito méas adelante, y a la que nos referiremos con el término
volatilidad de cartera. Su calculo utilizara la delta y la gamma de la cartera, asi como la

matriz de varianza/covarianza V. Este punto de vista relacionard de modo explicito el
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VaR con los otros tres tipos de riesgo que se tratan a menudo: volatilidad, riesgo-delta

y riesgo-gamina.

El propésito de este articulo es ofrecer un resumen de diversas metodologias para calcular
el VaR. Este articulo esta basado en diversos trabajos en colaboracion con C. Albanese
(Univ. of Toronto y Morgan Stanley), R. Brummelhuis (Univ. de Reims), A. Cérdoba y
P. Ferndndez (Universidad Autonoma de Madrid), y M. Quintanilla (Univ. of Toronto).

Metodologia Basica

Los métodos de calculo de VaR se pueden clasificar de acuerdo a tres categorias:

Métodos Historicos Se basan en el comportamiento de la cartera en consideracién

respecto a cambios del mercado presentes en una base de datos historica.

Conceptualmente, ofrecen la ventaja de que los escenarios sobre los que re-evalia la
cartera han sido observados, y por tanto se pueden considerar posibles. El principal
incoveniente es que ignoran completamente cambios futuros del mercado distintos al

pasado.

Desde el punto de vista practico, el nimero de escenarios sobre el que se reevalia la
cartera es reducido, lo que incrementa su velocidad de célculo. Sin embargo, para
carteras grandes, y sobre todo para instrumentos exéticos, las necesidades de calculo,
incluso para unos pocos escenarios, resultan impracticas. Por este motivo, esta meto-
dologia se utiliza solamente después de someter la cartera a unproceso de compresion,

que reduzca tanto su tamano como su complejidad.

No vamos a entrar aqui en el proceso de compresion, por otra parte basico en la

metodologia de gestién de riesgo. Remitimos al lector interesado a [D1], [D2] y [S].

Métodos de MonteCarlo Se basan en la generacion de escenarios futuros. Re-
quieren un conocimiento de la distribucién probabilistica de dichos escenarios, que se
suele suponer normal (o log-normal), con matrices de covarianza V calculadas de modo

histérico.



El proceso de generacién de esenarios (en el caso normal) es el siguiente:

Consideramos la cartera II(S), funcién de n factores de riesgo S distribuidos de acuerdo
a V y a su valor hoy Sy. Sea V" la descomposicién de Choleski de V. Sean &3, ...,¢N
vectores aleatorios, independientes idénticamente distribuidos en R™, normales con me-
dia 0 y matriz de varianza/covarianza igual a la identidad. Los escenarios futuros vienen

entonces dados por

&-V%2 48y, i=1,....N.

Los posibles valores dela cartera en el futuro vendran dados por
; = H(gi-wl/uso), i=1,...N.

El VaR se puede entonces calcular de dos modos:

VaR paramétrico: se ajusta la distribucién de II; a una distribucién paramétrica (i.e.,

normal), y se calcula su desviacién tipica o. De esto modo,

VaR =1.65-0.

VaR no paramétrico: se ordenan los valores II;; VaR es el percentil del 95%.

Esta metodologia béasica se puede refinar con el uso de sucesiones de discrepancia baja,
en sustitucion de los niimeros aleatorios. Las sucesiones de Sobol son bastante populares,
aunque métodos méas exdticos, basados en campos ciclotémicos por ejemplo, también

son utilizados.

El problema fundamental con esta metodologia es la dificultad de determinar el niimero
de escenarios necesarios para obtener resultados fiables. El siguiente ejemplo refleja el

posible comportamiento de un calculo impreciso de la funciéon de pérdidas y ganancias:
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Como antes, este el el grafico de la funcién de distribucion de las pérdidas de la cartera,,
con el eje z representando las pérdidas posibles, y el eje y representando la probabilidad
de pérdida. Como el VaR seria el percentil del 95%, vemos que no hay manera de

hayarlo en base a los resultados del calculo.

Dicho grafico se obtuvo con una serie de Sobol de un millén de escenarios para una
cartera con tres factores de riesgo. Obviamente este grafico supone una exageracion,
obtenida a propdsito, pero que pone en relieve los resultados genuinamente incorrectos
que se pueden llegar a obtener cuando de utilizan métodos de Monte Carlo sin excesivo

cuidado.

La fuente principal de errores en los estos métodos reside en que tipicamente, s6lo un 5%
de los escenarios generados ofrece informacion 1til en los que al VaR se refiere. De este
modo, para el gestor de riesgo, un millén de escenarios ofrecen una informacién compa-
rable a 50.000 escenarios para una mesa de tesoreria: es facil imaginar las consecuencias

que esto acarrea.

La solucién pasa de nuevo por técnicas de compresion, tanto de carteras como de es-
cenarios, asi como en la adopcion de prespectivas estadisticas que minimicen la fuente
de los errores puestos de manifiesto antes. Métodos adaptados al cdlculo de la funcién
de distribucién (versus cdlculos probabilisticos sin mds), también han sido desarrolados
por A. Levin (RiskLab-Toronto).

FEn un intento de modelar colar largas de distribuciones, se esta experimentando con
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distribuciones que son sumas de normales. RiskMetrics ofrece una metodologia al re-

specto.

Métodos Analiticos Esta categoria es un cajon de sastre, donde hay una amplia
variedad de técnicas. Una de las méas importantes, tanto por su sencillez como por su
nivel de aceptacion, es RiskMetrics, introducido por J. P. Morgan hace ya varios anos.
No vamos a repasar aqui la amplia metodologia subyacente; simplemente mencionamos
el delta-Normal-VaR, que estd intimamente relacionada con la metodologia desarrolada
mas adelante.

Desde su punto de vista, la funcion de pérdidas y ganancias P&L se aproxima de acuerdo
a su parte lineal —la delta— del modo siguiente: si denotamos el valor de la cartera por

I1(t), podemos aproximar

n

+ ) 8- [Si(t) — Si(0)], (1)

t=0 =1

donde las deltas respecto a cada factor de riesgo S; vienen dadas por

ol
BCE

0i

t=0
Con una serie de suposiciones, que incluyen la distribucién normal de los factores de

riesgo, y la evolucién del valor de la cartera a mercado fijo igual al precio del dinero,
esto da la siguiente férmula explicita para el VaR:

—2V/o6T . y-1. (S’

donde V es la matriz de varianzas y covarianzas, y z es el percentil del 95% de la

distribucién normal univariada.

El aspecto més positivo de este punto de vista es el hecho que la formula no podia
ser mas facil. El aspecto méas negativo, y que a menudo invalida esta aproximacién, es
el hecho que en la practica las carteras estan relativamente bien apalancadas, lo que
produce deltas pequenos. Esto tiende a infraestimar el riesgo de modo sistemaético.

Merece la pena mencionar el trabajo de [SL|, que supone una redefinicién del VaR, y
que en el espiritu del delta-normal-VaR produce algoritmos para trabajar con carteras
cuadraticas.



Carteras Cuadraticas

La aproximacion lineal proporciona una manera elemental de calcular VaR. Desde un
punto de vista practico, dicha aproximacion es de limitada aplicabilidad, pues asigna un
VaR nulo a carteras con delta nula: en la practica, las carteras estan bien apalancadas, y
la delta es cercana a cero, sin que esto implique que el VaR sea necesariamente pequeno.

La correccion relevante pasa por considerar la parte cuadratica de la cartera: la gamma.

De modo preciso, consideremos una cartera II con titulos subyacentes Si,...,S, (o

factores de riesgo), que dan lugar al vector subyacente:
S =(S1,---,5n)-

Los parametros principales de la cartera ahora son

Delta : A =Vgll = ( ol ol )

25 g,

Gamma: T = [Hesianolsli= { 2L 1"
amma : = [Hesiano]sIl = - 5,05,

ij=1
El primero es un vector, mientras que el segundo es una matriz. La gamma nos propor-

ciona la sensitividad de la delta respecto a los factores del mercado.

Una de las caracteristicas fundamentales del VaR, es su dependencia de pequenos cam-
bios del mercado, que tienen lugar en un corto espacio de tiempo (un dia). Es decir,
los factores de riesgo no experimentan grandes fluctuaciones. Asimismo, la cartera no
cambia mucho de valor, incluso en un mercado inmévil. Esto sugiere un planteamiento
de valoracion de cartera distinto al habitual: en vez de estudiar los posibles valores de
la cartera en escenarios futuros (los valores IT; de antes), nos concentramos ahora en los

cambios de valor exclusivamente, que podemos calcular con expansiones de Taylor.

Dicho de modo mas preciso, la evolucién del precio (o mark-to-market, o P&L), se puede

estimar por su approximacién cuadratica como caso particular del Teorema de Taylor:

H(t) ~ TI0) + BWT1(0) + A- £+ 1¢-T-¢%, € =8(t) — S(0)
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Con esta aproximacion cuadratica:
Prob {A-¢(+3¢.T-¢"<—VaR } =0.05

con

& = S(t) — S(0).
Cuando £ esta distribuido de modo normal, VaR viene dado por el valor K que soluciona
la ecuacién siguiente:

. Ve L

Iy(K =/ =
o(K) z-A+1 (2P z)<—K vdet 2V

Hay que observar que

- dx
I(K) = 1 — / e—(w,V 1 z)/2 7
0( ) a:-A-I-% (z,Tz)>—K vV det 27V

que
lim Io(K) =0,

K—o

y que el caso log-normal se reduce a este por un simple cambio de variables.

También mencionamos el trabajo en [KJB], en el que obtienen fé6rmulas asintéticas para

Iy(K) en el régimen inverso, cuando K — 0.

La dificultad del calculo reside en la dimensionalidad de las integrales en consideracion:
puede haber hasta 500 factores de riesgo, y el calcular numéricamente en dimensiones

tan altas es raramente fiable.

Otra dificultad reside en el hecho de lo dificil que resulta extraer informacién sobre el
riesgo de mercado para una cartera dada, aparte de la informacién meramente numérica.
Y esto es asi, a pesar de que que estamos tratando con la integral de gausianas sobre

cuadricas, un objeto matematico aparentemente simple.

El primer punto ha sido estudiado en [M] primero, y perfeccionado luego en [BCQS],
El punto de vista adoptado ahi se basa en definir el VaR como la solucién a la ecuacion
implicita

Iy(K) = a,
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para a = 0.05, y resolver esta ecuacién de manera asintética en el limite cuando o — 0.
Las ventajas de este tratamiento residen en que la aproximacion asintética produce
formulas algebraicas explicitas, infinitamente mas faciles de calcular que la integral I,
sobre todo en dimensiones altas. Presentaremos estos resultados en la seccién del VaR

asintotico, mas adelante.

Los resultados obtenidos de este modo se pueden resumir graficamente del modo sigu-

lente
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De estas dos curvas, una corresponde a la distribucién del P&L calculado de modo
exacto, mientras que el la otra es el calculo asintético en el limite o« — 0, dado por la
férmula explicita, que presentaremos mas tarde. Como podemos ver, en este caso, el

método aintético produce resultados para el VaR practicamente iguales al exacto.

El problema de obtener informacién mas especifica del riesgo de la cartera en cuestion
fue abordado en [AS]. En dicho articulo, se explota el hecho de que la transformada de
Fourier de una cuadrica es esencialmente una funciéon de Bessel. Esto permite relacionar
el VaR con el riesgo delta y gamma de modo explicito, y lo que es mds: de un modo
geométrico. Esto aporta una intuicién, de caracter armonico, sobre la relacion entre los
tres tipos de riesgo. La integral anterior, de dimensionalidad complicada, se reducird
ahora a dimension dos, en todos los casos. Cada dimensién corresponde a cada una
de las variables duales (constante de coupling, en la fisica cudntica) del riesgo delta y

gamma. Es la manera de obtener fotografias de rayos-X al VaR.
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Explicamos a continuaciéon, de modo somero, estas dos técnicas de estudio del VaR.

Pero primero, introducimos el concepto de volatilidad de cartera.

Volatidad de Cartera

La integral Iy contiene demasiados parametros, mas de los que son necesarios para
determinar el VaR. En particular, la gamma y la matriz de covarianza se pueden resumir
en una sola nueva matriz, ID, que representa la manera en que el riesgo de mercado afecta
a la cartera en particular. Dicho de otro modo, la matriz ID aparecera al practicar una
rotacién en los factores de riesgo. La delta permanece, después de que se le practique

la rotacién apropiada, claro esta.

El proceso es un ejercicio elemental en dlgebra lineal, pero que incluimos aqui en su

totalidad, para la comodidad del lector:

Lema

Iy(K) = exp(—zV 'z

t/9) _dz
Vdet 27V
dx

= exp(—|z — v|%/2
/lxlthgR p(| /2) (2m)™

2

A~m+%thmS—K

donde v sustituye a la delta, ID sustituye a la V y I', y R sustituye al VaR, dado por

—K. Todos estan definidos en el curso de la prueba.
Prueba:

Cambiamos de variables en Iy haciendo =z = yW1/2, y obtenemos

dy

IO(K) = Wa

/ 1 exp(—ly[*/2)
Aly+zytMy<-K

donde
A = AV I/ = V2V,

La matriz I'' es simétrica, y por tanto se puede escribir como
I'=%"'D$

12



donde D is diagonal and $ is orthogonal. Cambiando variables
z =%y

tenemos

dz

IO(K) = (27’(’)”/2 3

exp(—|2[*/2)

/A”-z—i—%z]thS—K

con

A'=A'F = AVE L
El resultado se obtiene haciendo el cambio de variables
z=(zx—-v), v=A"-D7,
que nos da

dz
Io(K) = Ly —of2/2) %2
oK) /%zths—KJrA”D—lA”texp( == vl/2) (2m)"2’

como queriamos obtener. QP

Mencionaremos, de paso, que esta nueva formulacién, aunque trivial, es transcendente:

la matriz D es diagonal,

(o \

\ s/

que en particular, nos permite determinar que factor de riesgo serd maximo responsable
a las perdidas a las que esta expuesta nuestra cartera. Como hemos obtenido esta
expresion después de diagonalizar las covarianzas, estos factores de riesgo corresponden

a factores nuevos, sintéticos, obtenidos como combinacién lineal de los anteriores. Por
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ejemplo, uno puede concluir que una cartera determinada estd maximamente expuesta

a la combinacién del IBEX (en un 70%), y de la tasa de cambio ESP/USD, en un (30%).

Para ilustrar este hecho, observese que si v = 0, y ordenamos
A2 A2 2 A 22—l 2 - 2 —fin,

entonces el factor de riesgo sintético correspondiente a p,, es maximo responsable del

riesgo de la cartera.

El método asintdético que presentamos mas adelante supone un refinamiento de este
hecho, proporcionandonos ademds informaciéon de cémo los factores de riesgo menores

inflyuen en el riesgo de la cartera.

VaR Armonico

En esta seccion presentaremos un resumen ilustrativo de las posibilidades de visual-
izacion de riesgo con técnicas de analisis de Fourier. Para mds detalles, remitimos al
lector a [AS]. Para simplificar la exposicién, supondremos que la matric D es definida

positiva, y cambiamos algunas constantes.

En este caso, la formula de Plancherel nos brinda las siguientes férmulas, que expresan

la integral como una combinacién de momentos de gausianas:

/ —ﬂ(:n—v)]D_l(:I:—v)td R™ / J% (27TR |§|) —m(&,D€) COS(2 ¢ ) d§
€ T = ———=a € ’ TE V) ———
le|<R no [REE Vdet D1

s . . d¢
_ RPH2k pk+i / 2k (¢ . )27 o—mEDE ,
; b [ 16 0) —

Las constantes ay; son basicamente los coeficientes de Taylor de las funciones de Bessel

y de la funcién coseno.
Para calcular cada momento de la gausiana, definimos
f(a, B) = {det(D + i+ iBv*v)} * .
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El calculo de la funcién f no presenta ninguna dificultad, pues al ser la matriz D

diagonal, con elementos \;, facilmente se puede ver que

— —Yy

flo,B) = H()\j—i-ia) ; 1+ZM

Entonces tenemos

oI
a=0 8'63

4 0F
9o’

fla,B)

| 1ePHe - veeeag —
Rn £=0

Calculamos las derivadas como los momentos de transformadas de Fourier:

aii;;f;j (0,0) = /]R  (2mia)" (mﬁ)j

~

(& B) da.dp.

Un dato técnico: la funcién f no es integrable en 5. Sus derivadas, sin embargo, si lo

son. Por tanto, definimos
Faf) = [ et Sl a, p)dads
R? op
G(&) = / e~ 2mida f(q 0) da,
R

lo que nos proporciona la férmula

I(R) = R? {/0 ) (2R7T\/W) G (&)

&7 n
—oo (2]al)®

[ et POV D), it}

tan-1 o2 2120 (2]a))

—0o0

Esta formula expresa, basicamente, el VaR en funcién de F' y GG. El verdadero interés, sin
embargo, radica en la manera en que las funciones F'y G capturan de modo geométrico,

otras propiedades de riesgo de la cartera, como el risgo-delta; por ejemplo:
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~
A

Lema La funcién F(&, 5) se anula fuera del sector
0<0<tan™t|v]?

donde 6 describe el angulo entre & y B

Recordamos que v era la versién girada de la delta de la cartera.

VaR Asintotico

Estamos interesados en resolver la ecuacion
I(R) = a,

para un nimero « cercano a cero. Como ya mencionamos antes, el limite « — 0 es

equivalente a R — oo.

El objetivo de esta anilisis es el de obtener una expresién algebraica para I(R) que
reemplace la integral. De nuevo presentamos una versiéon reducida de las conclusiones.
En particular, supondremos aqui que v = 0; recordamos que esto es quivalente a suponer
que la cartera esta totalmente apalancada; por otra parte, este el régimen bajo el cual
el delta-nomral-VaR de RiskMetrics produce VaR nulo.

V2 exp(—2R2A7!
IRy~ 2ORL2ZEN )

donde el error es despreciable en el limite o — 0.

De este modo el VaR, representado por la variable R, queda aproximado por el valor R

que resuleve la ecuacién

V2 exp(=2R*\ )

= 0.05.
7, (A = ATHY2RATY

Esto supone una tremenda simplificacion, al eliminar completamente la necesidad de
integracién numérica, fuente de la mayoria de los errores (sobre todo en dimensiones
altas).
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Para llegar a (3), utilizamos el hecho que, en el sentido de distribuciones,

1 o—lal?/2t

1
e 112 — (2)n/25 () + 5/ Ag(—g—)dt
. t

La prueba de ésto es un ejercicio en analisis de Fourier. De este modo, obtenemos que

1 [t ode 2
IR)=-[| —/ Ag(e7127/2) g
( ) 2 /0 tn/2 /x]Da:ZR x(e ) !

El anélisis se finaliza con el siguiente lema de aproximacid

Lema Sea D una variedad con xy a distancia minima del origen. Entonces, tenemos

que

/ Alexp(=Az[?/2)) do = NP/ 37 ¢ \=(0=9)/2-0 | O(x~(n=3)/2-N),
D v<N

donde A\ se supone un pardametro grande. El primer término de la expansion viene dado
por
co = 2(2m) V2 g - det(I + |zo|K) ™2,

donde K es la matriz diagonal con elementos igual a las curvaturas principales de 0D
at xq .

Remitimos al lector interesado a [M], para los detalles de esta derivacién.
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